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Seznam uporabljenih simbolov 
V diplomskem delu so uporabljeni naslednje veličine in simboli: 
 
Veličina / oznaka Enota 
 
 
Ime Simbol Ime Simbol 
  korak h - - 
 gostota električnega toka J amper na kvadratni meter  /    
 električni naboj Q Coulomb C  
 čas t sekunda s  
 površina s meter na kvadrat     
 električna poljska jakost E volt na meter V/m  
 
specifična električna upornost γ ohm meter Ωm 
 vdorna globina   meter m 
 
krožna frekvenca ω radian na sekundo rad/s 
 
 
permeabilnost   





 električni potencial V volt V  
 enotski vektor n - -  
 dolžina l, d meter m  
 krivulja L - -  
 
vozli  , B, … T - - 
 
 
prevodnost G simens S 
 indeks  M - - 
 kapacitivnost C farad F  
 dielektrična konstanta    - -  
 
influenčna konstanta    





 admitanca   simens S  
 
napetost, razlika potencialov U volt V  
električni tok I amper A  
 električna upornost R ohm Ω  
 izgubni kot δ  stopinja °  
 
fazni kot φ stopinja ° 
 imaginarna enota j - - 
Tabela 1: Veličine in simboli 






Diplomska naloga se ukvarja z analizo določenih elektrotehniških 2D struktur z metodo 
končnih razlik (MKR). Problematika je usmerjena v izračune potenciala, ter električnega in 
tokovnega polja v prevodnih in prevodno-dielektričnih strukturah, ko so te lahko tudi 
nehomogene ali anizotropne. Vsled svoje preprostosti in tesne povezanosti s konceptom 
električnih vezij je metoda poučna in v pomoč pri boljšem razumevanju posameznih 
elektrotehniških problematik. 
Na začetku so podane osnove metode končnih razlik, temu sledi izpeljava diferenčne enačbe 
za izračun električnega potenciala, vektorjev električne poljske jakosti in gostote električnega 
toka, zatem pa še predstavitev postopkov za izračun električne upornosti, joulskih izgub, 
admitance in ostalih parametrov, ki so za posamezno strukturo aktualni. 
V diplomski nalogi je pozornost namenjena analizi plastnih struktur (meandrirani in zarezni 
upori in sestavljene uporovne strukture). Temu sledi še analiza izotropnih in anizotropnih 
prevodno-dielektričnih struktur. 
Cilj diplomske naloge je bil, izdelati računalniški program, s katerim bomo znali vizualno in 
številsko ovrednotiti karakteristike določenih elektrotehniških sklopov. To je obenem tudi 

















The thesis deals with the analysis of certain electro technical 2D structures using finite 
differences (FDM). Attention is focused on the calculations of potential, as well as electric 
and current fields in conductive and conductive-dielectric structures, where these may also be 
inhomogeneous or anisotropic. Simplicity and close connection with the concept of electric 
circuits makes the method instructive and helpful for better understanding the individual 
electro technical issues. 
In the beginning the fundamentals of finite differences are cowered, to thereby derive 
differential equations necessary for calculating the electric potential, electric field strength 
and current density, followed by a presentation of procedure for calculating the electrical 
resistance, joule losses admitance and other parameters specific for each structure. 
The thesis attention is focused on the analysis of layered structures (meander and cut resistors 
and composite resistive structures). This is followed by an analysis of isotropic and 
anisotropic conductive-dielectric structures. 
The aim of the thesis was to create a computer program with which we will be able to visually 
and numerically evaluate characteristics of certain electro technical assemblies. This is also 


















Analiza je v elektrotehniki zelo pomembna, s pomočjo nje šele razumemo obnašanje in 
delovanje naprav. Točnejši podatki in kvalitetnejši postopki analize vodijo seveda tudi do 
boljših rezultatov. Najbolj zaželeni so analitični postopki, vendar je obseg njihove uporabe 
zelo omejen. Brž ko imamo opraviti z razgibano geometrijo, nehomogenostjo, 
anizotropnostjo, dinamičnimi razmerami ali nelinearnostjo, analitika praviloma odpove. V 
takih primerih nam priskočijo na pomoč različni numerični postopki in metode, ki sicer ne 
dajo točnih rezultatov, ponudijo pa bolj ali manj dobre približke, ki so inženirju v praksi še 
kako dobrodošli.  
 
Numerične metode se razlikujejo po načinu in algoritmu reševanja. Metoda končnih razlik 
(ang. Finite Difference Method) je ena izmed najstarejših numeričnih metod za reševanje 
diferencialnih enačb. Njo je že leta 1768 v eni dimenziji uporabljal L. Euler, leta 1908 pa jo je 
C. Runge razširil na dve dimenziji [1]. Zaradi velikega števila enačb je metoda prišla do 
veljave šele z razvojem računalnikov. Vsled svoje enostavnosti se je uveljavila na mnogih 
področjih in tudi v elektrotehniki. 
 
Namen diplomskega dela je, prikazati učinkovitost metode končnih razlik pri analizi nekaterih 










2.1 Metoda končnih razlik 
Metoda končnih razlik je numerična metoda, ki služi reševanju diferencialnih enačb. 
Diferencialno enačbo iskane funkcije v danem prostoru rešujemo numerično tako, da 
odvod(e) funkcije aproksimiramo s kvocientom razlik, od tod tej metodi tudi ime.  Pri izbrani 
mreži točk oziroma vozlov v prostoru nas omenjen način privede do sistema (diferenčnih) 
enačb za funkcijske vrednosti v teh vozlih.  Od tu dalje imamo možnost oblikovanja 
interpolacijskega polinoma, ki ponudi aproksimacijo iskane funkcije tudi izven mreže vozlov. 
Ključna enačba naših problematik ne bo imela diferencialne oblike, ampak integralno, in 
sicer takšno, ki vključuje tudi odvod. Tega bomo v nadaljevanju zamenjali s kvocientom 
razlik, integral pa z vsoto. Integralno formulacijo problema izbiramo zato, ker ima zelo 
močno elektrotehniško sporočilo in metodo končnih razlik plastično približa konceptu 
električnih vezij.  Ta dodana vrednost krepi metodo razlik in utrjuje vezi med pojmom polja 
in pojmom vezja.  
Na primeru funkcije      (slika 1) podajamo možnosti oblikovanja aproksimacije ali 
zamenjave odvoda. 
 
Slika 1: Zamenjava odvoda s srednjo, sprednjo in zadnjo razliko 
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Aproksimacijo odvoda lahko izrazimo s pomočjo sprednje, zadnje ali srednje razlike. 
Sprednja da približek odvoda, ki mu grafično ustreza naklon daljice    ̅̅ ̅̅ ̅, zadnja da približek, 
ki mu ustreza naklon daljice    ̅̅ ̅̅̅, 
       
             
 
 oziro a        
             
 
, (1, 2) 
srednja razlika pa da približek, ki mu ustreza naklon daljice    ̅̅ ̅̅ ̅, 
        
               
  
  (3) 
S krčenjem koraka   se zamenjava odvoda bliža vrednosti odvoda. Pomemben je tudi podatek 
o napaki; izračuna se jo s pomočjo Taylorjeve vrste. Napako sprednje in zadnje razlike določa 
ostanek      , napako srednje pa ostanek     
  [2]. Zaradi kvadratične odvisnosti drugega 
je ugodnejša sredinska razlika – to bomo v kasneje tudi uporabili. 
2.2 Integralna enačba 
V diplomski nalogi se ukvarjamo izključno s problemi, ki sodijo v področje stalnih ali 
časovno »počasi« spreminjajočih tokovnih polj. Kriterij za to so izmere konduktivnih prog, ki 
so v tem področju izpod valovnih dolžin, ki pripadajo zgornjim frekvencam tokov v njih. V 
takem slučaju je aktualna okrnjena kontinuitetna enačba, 





  , (4) 
ki sporoča, da je tokovno vektorsko polje gostote   neizvorno, da iz prostora z ograjo   vsak 
trenutek izstopi enaka množina naboja, kot tudi vstopi (drugi Kirchhoffov zakon). Če je 
prevodni kanal linearen, magnetno polje pa šibko, velja Ohmovo sorazmerje, 
      (5) 
v katerem sta   vektor električne poljske jakosti in   specifična električna prevodnost. Če je 
prevodna snov izotropna, da se odziva na polje v vseh smereh enako, sta vektorja jakosti in 




različno, se smeri obeh polj ne ujemata. To bomo kasneje tudi opazili, in sicer, da se 
gostotnice in ekvipotencialke ne sekajo pravokotno, kot je to velja v izotropni snovi. V 
takšnem primeru je potrebno specifično prevodnost razumeti kot tenzor. Prvo komponento 
gostote veže s komponentami jakosti enačba  
                     , (6) 
in podobno je tudi pri ostalih komponentah. Kadar se anizotropnost snovi kaže v tem, da so v 
ortogonalnih si oseh prevodnosti različne, izberemo koordinatni sistem z osmi, ki sovpadajo z 
osmi anizotropnosti – takrat se zgornja enačba poenostavi v obliko 
         , (7) 
in podobno velja tudi za ostale osi. Anizotropnost je v elektrotehniki pogosta, srečamo jo tako 
pri prevodnikih (biološko tkivo), kot pri dielektrikih (asimetrični kristali), in tudi pri 
magnetikih (hladno valjana pločevina).  
Če prečne dimenzije konduktivne proge ne dosežejo vdorne globine   √ /    (  je 
krožna frekvenca in   je magnetna konstanta), potem kožni učinek ni izražen in jakost   
določa le gradient električnega potenciala  , 
        (
  
  
,   
  
  
,   
  
  
)  (8) 
Pot nadaljujmo s predpostavko, da je snov izotropna – morebitno anizotropnost bomo 
upoštevali kasneje.  Če v enačbo neizvornosti vnesemo Ohmovo relacijo, sledi enačba 
 ∮   d 
 
 ∮   d 
 





  , (9) 
v kateri smo skalarno množenje zamenjali s produktom normalne komponente poljske jakosti 
na ograji  , ta pa se izraža s parcialnim odvodom potenciala v smeri eksterne normale na 
ploskev na mestu diferencialne površine d .  
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Prišli smo do osrednje enačbe, ki velja za katerokoli sklenjeno ploskev znotraj prevodne 
konduktivne strukture. Enačba je integralna, v njej pa nastopa potencial, ki postaja s tem 
osrednja funkcija v strukturi. Če njo poznamo ali jo na nek način določimo, dobimo prek 
gradienta poljsko jakost, iz nje pa tudi gostoto toka in tok. Postavlja se vprašanje, kako priti 
do funkcije potenciala, če poznamo geometrijo strukture, specifično prevodnost in določeni 
mesti, med kateri priključimo napetost, ki poganja tok skozi kanal.  
2.3 Diferenčna enačba 
Izpeljavo diferenčne enačbe bomo opravili v 2D prostoru. Razloga sta dva: 1) izpeljava v 2D 
je veliko bolj nazorna in se jo da kasneje brez težav smiselno razširiti v 3D prostor in 2) v 
praksi je veliko primerov, pri katerih 2D postavitev problema povsem zadošča – in takšne 
smo si izbrali tudi v diplomski nalogi.  
V ta namen izberimo plastno uporovno strukturo debeline  , v obliki pravokotnika, kvadrata 
ali drugega lika, ki ga omejujejo ravni odseki vzdolž osi   in  . 
  
Slika 2: Plastni uporovni strukturi 
Struktura naj ima več podpodročij, ki se med seboj razlikujejo po specifični prevodnosti, in 
tudi meje med podpodročji naj potekajo vzdolž obeh osi. Struktura naj ima dve ali več 
priključnih mest. Tako opredeljena struktura kljub svojim geometrijskim omejitvam dopušča 
še vedno veliko možnosti za bolj ali manj posrečeno prilagajanje tudi morebitnim drugačnim 
oblikam, takšnim, katerih robovi so poševni ali celo zaobljeni. Tokovno polje v takšni 




Tudi v 2D uporovni plasti velja enačba (9), le s tem dodatkom, da ploskev   privzamemo kot 
cilinder, katerega obod določa sklenjena krivulja   v   ,   , njegov plašč pa trak debeline   v 
smeri osi  . Ker je tokovna gostota   v plasti brez tretje komponente,     , je pretok skozi 
obe osnovnici cilindra enak nič. Integracija v enačbi (9) se v tem primeru nanaša le še na trak 
debeline  , ki je oblikovan tako kot krivulja  . Enačbo (9) bomo v tem primeru zapisali kot 
krivuljni integral. 
 
Slika 3: Cilindrična ploskev S 





  , (10) 
kjer pomeni d  diferencialni lok na krivulji  , produkt   d   pa diferencial površine d  na 
plašču cilindra. Odvod potenciala ohranja svoj pomen in pomeni odvod v smeri, ki je eksterno 
pravokotna na diferencial loka d . Sklenjena krivulja   je katerakoli, in ravno to, da je 
katerakoli, bo osnova za pridobitev sistema diferenčnih enačb. 
Metoda končnih diferenc je numerična metoda. Pri njej ne iščemo potenciala    ,    v 
analitični obliki, saj enačba (10) ni praktično nikoli rešljiva, vsekakor pa ne za primere, ki nas 
v tej nalogi zanimajo. Pri metodi končnih razlik smo »skromnejši«, zadovoljni smo že, če 
najdemo le približne vrednosti potenciala v izbranih točkah, ki pa naj so »dovolj« na gosto 
posejane po prostoru. Zavzemamo se torej za solidno »točkovno« informacijo o potencialu v 
naši strukturi. S takšne vrste informacijo smo zadovoljni tudi na drugih področjih. 
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Temperature ne merimo vsako sekundo, ampak to storimo vsako uro in že dobimo verno sliko 
poteka temperature čez dan. Krivulja na ekranu je pod lupo videti stopničasta, pa smo z njo 
vseeno zadovoljni. Kvaliteta slike na klasičnem fotoaparatu je odvisna od zrnatosti filma. 
Slika na LCD zaslonu je sestavljena iz omejenega števila pikic (»pikslov«) različnih barv, pa 
se vseeno vživimo v napeto kriminalko. In zakaj ne bi bili zadovoljni s točkovno informacijo 
o potencialu – zakaj? 
Če je tako, si v naši strukturi organizirajmo mrežo točk. Če smo se odločili za strukturo s 
pravokotnimi robovi, potem je smiselno mrežo postaviti tako, da so robni vozli mreže na 
ograji strukture, notranji vozli pa se vrstijo vzdolž obeh ortogonalnih osi ekvidistantno ali 
neekvidistantno. Če ima struktura več podpodročij, je smiselno, da vozli mreže na tistih 
mestih sovpadajo z mejami med temi podpodročji. 
 
Slika 4: Prikaz stičišča štirih podpodročij 
Slika 4 prikazuje najbolj splošno stičišče štirih različno prevodnih podpodročij. Centralni 
vozel je točka  , obkrožajo pa jo sosednji vozli oziroma točke  ,  ,   in  , ki so do nje na 
oddaljenostih, ki jih določajo koraki   ,   ,    in   . Mreža točk je torej neekvidistantna. 




Tu izkoristimo priliko, da uveljavimo enačbo (10) v »obkrožju« točke  , ki jo nakazuje črtkan 
pravokotnik, katerega stranice tvorijo razpolovišča korakov   ,   ,    in   . Da bi za to 
obkrožje zapisali  enačbo (10), potrebujemo približek odvoda     ⁄  na črtkani ograji. Na 
vsej ograji bo težko, ga pa lahko hitro najdemo (zapišemo) v razpoloviščnih točkah omenjenih 
korakov. V razpolovišču do točke   bi odvod potenciala aproksimiral kvocient razlik 
         ⁄ , na način sredinske razlike. Ker druge možnosti »nimamo«, se odločimo, da bo 
ta ocena odvoda veljala na vsej desni stranici ograje  . Na enak način se dobi ocena odvoda 
    ⁄  na zgornji stranici, dobi se kvocient          ⁄ , na levi stranici se dobi 
         ⁄  in na spodnji se dobi          ⁄ . S tako pridobljenimi odvodi pa že lahko 
zapišemo enačbo (10): 
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Enačbo lahko zapišemo krajše v sledeči obliki: 
 ∑    
 
   
         , (12) 
pri čemer indeks   preleti vse okoliške točke centralne točke  . V nadaljevanju moremo to 
ponoviti za vsako od točk v mreži. Kaj s tem storimo in kaj s tem pridobimo? Lastnost 
tokovnega polja (10) zahtevamo v okrožju vsake točke, kar pomeni, da to zahtevamo za ves 
prostor, saj se okrožja med seboj dotikajo, pridobimo pa s tem tudi sistem linearnih enačb, ki 
se glasijo na potenciale v vozlih. Enačbe, ki v sebi vključujejo točke, ki so na odseku ograje, 
kjer je – zaradi priključitve strukture na nek vir – potencial že znan, to tudi upoštevamo. Po 
ureditvi sistema enačb so to vrednosti, ki se nahajajo v matrični obliki v stolpcu znanih 
vrednosti.  Če in ko tak sistem enačb rešimo, pridobimo približne vrednosti potenciala v njih, 
in to je tudi tisto, kar smo želeli in pričakovali. S tvorbo kvocientov razlik dobimo nadalje še 
komponente poljske jakosti. V točki, ki razpolavlja korak   , torej na sredini med točkama   
in  , je npr. 
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  (13) 
Temu podobno in smiselno postopamo tudi v vseh ostalih točkah, kjer nas to zanima. Lahko 
pa si za izračun komponent poljske jakosti izberemo tudi vozle, in sicer 




     
   




     
   
   (14) 
Nekoliko drugače je pri gostoti toka. V vozlu, ki ni na meji podpodročij, je gostota toka 
določena s produktom poljske jakosti in specifične prevodnosti, če pa je vozel na meji 
podpodročij, izberemo smiselno aritmetično srednjo vrednost.  Z informacijo o vrednostmi 
potencialov, poljskih jakostih in gostot toka v mreži vozlov vstopimo nadalje v ustrezen 
grafični program, ki nam izriše tako ekvipotencialke kot silnice in gostotnice.  
2.4 Modelno uporovno vezje 
Do modelnega vezja vodi enačba (12) in interpretacija njenih koeficientov. Izrazimo najprej 
enega od koeficientov 
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Kaj pomenita sumanda? Prvi predstavlja prevodnost kvadra s stranicami   ,   in   /  s 
specifično prevodnostjo    , drugi pa prevodnost kvadra s stranicami   ,   in   /  s 
specifično prevodnostjo    , ki »ležita« med točkama   in    Resnično, v števcu ulomkov sta 
preseka kvadrov, v imenovalcu pa dolžina kvadra. Sumanda sta pravzaprav formuli za izračun 
električne prevodnosti v smeri od   k  . Če tej sešteti prevodnosti priredimo upor s 
prevodnostjo     in podobno od   do ostalih točk upore s prevodnostmi    ,     in    , 






Slika 5: Modelni uporovni vezji 
Da dobimo celotno modelno vezje naše strukture, nadaljujemo s smiselnim dodajanjem 
uporov med vozli, ki postajajo spojišča uporovnega vezja. Kam nas je pripeljala metoda 
končnih razlik? Do modelnega vezja, ki bi ga sicer lahko reševali tudi s programi za reševanje 
električnih vezij. MKR je torej lep primer zlitja vprašanj polja z vprašanji vezij. Pa ni to edina 
numerična metoda, tudi metoda končnih elementov (ang. Finite Element Method), kot zelo 
uporabna, privede v zadnjem koraku – pri reševanju takšnih nalog – do enačb, ki jih lahko 
interpretiramo kot enačbe vezja. FEM ima še nekaj drugih prednosti, ki se kažejo v 
fleksibilnejši možnosti kreiranja majhnih elementov, ki se s svojimi oblikami mnogo bolje 
prilegajo dani geometriji, kot je to možno pri MKR. 
Uporovno modelno vezje enostavno upošteva tudi anizotropnost: če je snov v smeri osi   
drugače prevodna kot v smeri  , potem imajo upori v smeri   temu ustrezno drugačno 
vrednost kot oni drugi, v smeri  . 
Od tu je prehod v 3D preprost: poleg sedanjih štirih okoliških se njim pridružita še točki   in 
  v smeri osi  . Debelina   tokratne plastne strukture dobi smiselno zamenjavo v korakih    
in   , diferenčna enačba oziroma spojiščna enačba, ki pripada centralnemu vozlu  , pa je 
rahlo razširjena, 
 ∑    
 
   
           (16) 
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Glede na to, da so enačbe takšne, da iz množice točk zajamejo vsakokrat le centralno in 
sosednje točke, torej le pet v 2D in sedem v 3D, je matrika koeficientov končne matrične 
enačbe izredno redka, z veliko ničlami. Da dosežemo solidno rešitev, je potrebno mrežo točk 
primerno zgostiti, vendar nastane tu problem: trčimo v omejitve računalnika in tudi 
računalniški čas se potencirano podaljšuje. Čas računanja narekuje število matematičnih 
operacij, to pa se povečuje hitreje kot narašča red matrične enačbe. Delni izhod ponuja 
optimalnejša generacija mreže vozlov, da imamo gostejšo tam, kjer pričakujemo večjo 
dinamiko polja, in redkejšo tam, kjer je pričakovana dinamika polja manjša. 
2.5 Prevodno-dielektrična struktura 
Pri bioloških tkivih se izkaže, da poleg anizotropne specifične električne prevodnosti igra 
vlogo tudi dielektričnost – zaradi relativne dielektričnosti vode, ki je okoli 81, in frekvence 
signala, s katerim vzbujamo npr. mišico. Modelno vezje se takrat razširi s kondenzatorji, 
katerih kapacitivnosti se določa po enaki formulah kot prevodnosti uporov, le specifične 
prevodnosti je potrebno v njih zamenjati z dielektričnostmi. 
 
Slika 6: Modelno RC vezje 
Ta analogija izhaja iz dualnosti tokovnega in električnega polja, ko lahko npr. izgubno 
prevodnost koaksialnega kabla izračunamo po formuli za kapacitivnost ob ustrezni zamenjavi 
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           (17) 
Vlogo prejšnjih prevodnosti prevzamejo admitance     med vozli, potenciali in toki pa imajo 
v tem primeru kompleksen značaj, so kompleksorji. 
Novo možnost ponuja ta enačba tudi v primeru vzbujanj strukture z signali poljubnih 
časovnih oblik. Operator j  zamenja časovni odvod: 





   
           (18) 
Enačba postane diferencialna in potenciali v vozlih so takrat časovne funkcije, prejšnji 
linearen sistem enačb pa postane sistem diferencialnih enačb. Z reševanjem takšnega sistema 
se v diplomski nalogi nismo ukvarjali. 
2.6 Električni tok skozi kanal 
Za izračun električnega toka skozi konduktivni kanal se naslonimo na tokovno gostoto.  
Numerično ga bomo ovrednotili z integralom tokovne gostote skozi izbran rez  , 




Slika 7: Prečni rez konduktivnega kanala 
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ki zaradi enostavnosti naj ne bo poševen. Če ne gre drugače, ga sestavimo iz odsekov vzdolž 
glavnih osi. Glede na rez in ekvidistantni korak mreže (na sliki 7) bi tok od levega k desnemu 
kontaktu numerično ovrednotili z vsoto, ki ustreza trapezni formuli: 
   
   
 
(    ∑    
   
   
    ) (20) 
Pri neekvidistantni mreži bi temu smiselno prilagodili tudi zadnjo sumacijo. 
2.7 Električna upornost, joulska moč in impedanca  
Električna upornost, moč in impedanca so kazalniki določenega tokovnega kanala. Vsi sledijo 
iz toka oziroma tokovne gostote. Kvocient napetosti med koncema kanala in tokom skozi 
kanal da upornost, kvocient med kazalcem napetosti in kazalcem toka daje impedanco, pri 
moči pa bo bolj pomembna njena porazdelitev v sami strukturi. Merilo zanjo je kvocient 
kvadrata tokovne gostote oziroma kvadrata efektivne vrednosti tokovne gostote pri 





  Numerični rezultati 3
3.1 Ploščati upor 
Preden pričnemo z metodo končnih razlik analizirati težje strukture, moramo preveriti 
pravilnost izračuna po opisanem numeričnem postopku. To najlažje storimo z analitično 
rešljivim primerom. V pravokotni geometriji, s katero smo omejeni, je to le ploščati upor 
(slika 8). Šrafirano sta označeni priključni mesti z izbranimi vrednostmi potencialov.  
 
 
Slika 8: Ploščati upor 
Porazdelitev potenciala vzdolž kvadra je linearna, zato lahko izberemo bolj redko mrežo 
vozlov. Izraz za upornost takega upora je znan,    /  ,   je dolžina in   je presek.  
Z MKR se upornost izračuna iz predhodno izračunanih vrednosti potencialov, električnih 
poljskih jakosti in gostot toka v vozlih ter električnega toka. Upornost je zatem kvocient 
vsiljene potencialne razlike in numerično izračunanega toka. Za primer bakrene ploščice 
     ,      / ) sta numerični in analitični rezultat očitno enaka,   0,3 3983 m . 
Preprost primer nas utrjuje v prepričanju, da numerični postopki delujejo korektno, da mu v 




3.2 »I« zarezani upor 
Doravnavanje upornosti s postopkom zarezovanja je proizvodni proces za nastavljanje 
upornosti upora. Z bočno zarezo ožimo tokovno pot in s tem večamo upornost, slika 9. 
 
Slika 9: »I« zarezani upor 
Za »nastavitev« upornosti imamo na izbiro višanje ali širjenje zareze, uporablja se prvo, saj je 
širjenje zareze procesno zamudnejše. 
 
Slika 10: Odvisnost upornosti od dolžine vertikalne zareze 
Za prikaz polja služita družini ekvipotencialk in pretočnic. Ekvipotencialke povezujejo točke 




je vektor tokovne gostote tangenten, rišemo pa tiste, med katerimi je enaka množina toka. 
Primer takšnega podajanja polja je za zarezni upor na sliki 11.  
 
Slika 11: Pretočnice in ekvipotencialke »I« zarezanega upora 
Ekvipotencialke so pravokotne na zgornji rob in enako na spodnji rob z zarezo. V zarezi so 
vidne tudi ekvipotencialke, ki na robu zareze pravokotno zlomijo. Lepo je viden tudi »umik« 
tokovnic nad zarezo. Tokovnice v zoženem prehodu so stisnjene, večja je tokovna gostota in 
tudi lokalna joulska moč, to mesto je temperaturno najbolj obremenjeno. V tem in nadaljnjih 
primerih izberimo debelino prevodne proge 0,1 mm, tako kot je debelina bakrene površine 
nekaterih tiskanih vezji. 
 
Slika 12: Moč joulskih izgub v »I« zarezanem uporu  
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Ostre konice moči v vogalih zareze so rahlo pretirane in so posledica ostrih »računskih« 
robov. Realne zareze so vedno rahlo zaobljene in takih robov nimajo – »bi jih naj ne imele«. 
Testirali smo tudi učinek zgoščanja mreže vozlov, slika 13.  
 
Slika 13: Odvisnost izračunane upornosti od števila vozlov 
Širina zareze je bila v tem primeru namenoma velika 1 mm, da smo lahko pričeli z 
milimetrskim korakom. Z večanjem števila vozlov in manjšanjem numerične napake se 
upornost približuje »končni vrednosti«, ki jo okvirno predstavlja rdeča črta. Razlika med 
začetno in končno upornostjo znaša samo   ,   Ω, kar je samo 5,29 %. Glede na to, da je 





3.3 »L« zarezani upor 
Zaradi progresivne odvisnosti upornosti od višine zareze je fino nastavljanje upornosti 
oteženo. Alternativa širitvi »I« zareze je njej dodana prečna zareza – dobimo zarezo »L«, 
slika 14. 
 
Slika 14: »L« zarezani upor 
Prečna zareza tokovne poti ne stiska, ampak prejšnjo podaljšuje; ima enak učinek kot širjenje 
»I« zareze. Zaradi njune nastavljivosti sta zarezi poimenovani s »F« (kot fina) in »G« (kot 
groba). Odvisnost upornosti od širine fine zareze je prikazana na sliki 15. 
 
Slika 15: Odvisnost upornosti od širine fine zareze »L« zarezanega upora 
S širjenjem fine zareze se upornost precej počasneje povečuje, kar je za natančno nastavljanje 
upornosti zaželeno. S kombinacijo obeh zarez dosežemo velik razpon upornosti z dobro 
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nastavljivostjo. Slika 12 podaja trojni prikaz potenciala (poleg ekvipotencialk še barvni in 
funkcijski). 
 
Slika 16: Funkcijski prikaz ekvipotencialk v »L« zarezanem uporu 
Pod finim delom ostaja del prevodne snovi, ki ni povsem »pasivna«, saj se del tokovnic 
razleze tudi pod zarezo. To se lepo vidi tudi v diagramu gostote toka na sliki 17. 
 





3.4 Meandriran upor 
Poleg »I« in »L« zareze obstaja še vrsta drugih zarez, vsaka s svojo posebnostjo  in 
prednostjo. Z dobrim prevodnikom dosežemo večjo upornost z meandrirano obliko, slika 18. 
 
Slika 18: Meandriran upor 
Meandriran (»vijugan«) upor je narejen iz »I« zarez na nasprotnih stenah upora. Z vijuganjem 
daljšamo prevodno pot na majhni površini in posledično večamo upornost. Zaradi velike 
upornosti na majhni površini so meandrični upori pogosto uporabljeni v integriranih in 
hibridnih vezjih. Površinski prikaz funkcije potenciala je na sliki 19. 
 
Slika 19: Potek potenciala v meandriranem uporu 
Z daljšo površino prevodnika se v primerjavi z I in L zarezo potencial porazdeli na veliko 
večji površini, kar vidimo na sliki 19. Pravokotna oblika zavojev je najenostavnejša, vendar 
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ima tudi svoje pomanjkljivosti. Tako kot pri »I« zarezanem uporu se tudi tu ob zavojih 
pojavljajo mesta velike gostote toka, sliki 20. 
 
Slika 20: Prikaz tokovne gostote v meandriranem uporu 
Priključni mesti sta »slabo« izkoriščeni, zato bi kazalo priključka prestaviti na bolj oddaljeni 
mesti in s tem izkoristiti še oba krajna kraka. Veliko gostoto toka ob zavojih lahko zmanjšamo 
z zaobljenostjo zavojev. Isto sporočajo tudi joulske izgube, slika 21. 
 
Slika 21: Prikaz joulskih izgub v meandriranem uporu 





Slika 22: Odvisnost upornosti od števila zavojev 
Z spreminjanjem geometrije se meje prevodnika in izolatorja zamaknejo izven vozlov, kar 




3.5 Tripolni uporovni segment  
Tripolni uporovni segment moremo predstaviti z vezjem treh uporov v »T« ali » « vezavi, 









Slika 23: Tripolni uporovni segment in njegovo nadomestno vezje 
Priključna mesta različnih dolžin so na obodu. S pozicioniranjem treh priključkov in 
njihovimi dolžinami spreminjamo elemente modelnega vezja. Odvisnost upornosti od dolžine 
kontaktne površine je prikazana na sliki 24. Opažamo, da ima zmanjševanje kontaktne 
površine enak učinek, kot daljšanje zareze pri zareznem uporu.  
 
Slika 24: Odvisnost upornosti od širine desne kontaktne površine 
Upornosti nadomestnega tripolnega vezja izračunamo takole: ko vsilimo napetost med prvim 
in drugim priključkom, pridobimo upornost          , ko vsilimo napetost med drugim 
in tretjim priključkom, pridobimo upornost           – in enako še za tretji par 




Na sliki 25 podajamo ekvipotencialke in tokovnice za primer kontaktiranja napetosti med 
levim in spodnjim priključkom. 
 
Slika 25: Ekvipotencialke in pretočnice v primeru, ko ima vmesni prevodnik petkrat manjšo prevodnost 
Sredinsko področje je slabše prevodno, ekvipotencialke so tam zgoščene, nekaj toka vseeno 
še zaide v desno področje. Svoje sporoča tudi slika 26. 
 
Slika 26: Površinski prikaz gostote toka 
S »premikanjem« slabo prevodnega dela strukture dosegamo učinke, ki se odrazijo tako na 




Slika 27: Ekvipotencialke in pretočnice v nehomogeni uporovni strukturi 
3.6 Anizotropni prevodnik 
Anizotropija je snovna posebnost, ki ima orientacijske lastnosti. Specifične prevodnosti 
električno anizotropne snovi so različne v različnih smereh. Naj sta si ti smeri ortogonalni, da 
je ena smer horizontalna, druga pa vertikalna. S spreminjanjem razmerja med horizontalno in 
vertikalno specifično prevodnostjo dosežemo različne učinke porazdelitve potenciala in 
gostote toka. Na sliki 28 je prikazano polje v anizotropni snovi z boljšo horizontalno 
prevodnostjo. Vidimo, da pretočnice in ekvipotencialke niso več med seboj pravokotne, kot je 
bilo to pravilo pri izotropni snovi.  
 




Še lepše se to vidi na sliki pretočnic tokovnega polja in silnic električnega polja, slika 29. 
Silnice, označene z modro in puščicami so pravokotne na ekvipotencialke iz prejšnje slike.  
 
Slika 29: Pretočnice in silnice v anizotropni snovi 
Dobra horizontalna prevodnost anizotropne snovi pripomore, da se tokovno polje formira čim 
bolj v smeri zveznice med priključkoma. Funkcijsko porazdelitev gostote toka v anizotropni 
snovi podaja slika 30. 
 
Slika 30: Prikaz gostote toka v anizotropni snovi z dobro horizontalno prevodnostjo 
Izven »najkrajše« poti je gostota toka šibka, kar kaže na zoženje tokovne poti. Ožja  tokovna 
pot je vzrok, da se upornost poveča iz  ,   Ω na  ,   Ω. Slika 31 podaja še funkcijsko 




Slika 31: Prikaz porazdelitve potenciala v anizotropni snovi z dobro horizontalno prevodnostjo 
S prestavitvijo desnega priključka na dno se spremeni tudi polje, slika 32.  
 
Slika 32: Ekvipotencialke in pretočnice anizotropne snovi 
Zaradi poudarjene horizontalne prevodnosti je zgornji del strukture praktično ekvipotencialno 
področje, od tam pa se polje usmeri proti spodnjemu priključku. Zaradi tega se ustvarja v 





Slika 33: Prikaz gostote toka v anizotropni snovi z dobro horizontalno prevodnostjo  
Opažanja o polju podpira tudi slika 34.  
 




3.7 Prevodno-dielektrična snov 
Za konec si oglejmo še primer prevodno-dielektrične anizotropne snovi, ki bi bila vzbujanja s 
harmonično napetostjo. Tak primer je biološko tkivo (mišica, kos lesa,..). Pri njih moramo 
upoštevati še anizotropijo, da je tkivo vzdolž vlaken bolj prevodno kot v prečni smeri. V tem 
slučaju bomo uporabili kompleksno diferenčno enačbo (17). Rezultati se lahko podajajo v 
časovnem ali kompleksnem prostoru, vendar je drugi način običajnejši. Ker je računana 








Slika 35: Časovni potek (levo) in kazalčni diagram (desno) 
Vzeli smo primer biološkega tkiva z majhno vsebino vode, dielektričnostjo 20, prečno 
prevodnostjo 30 mS/m, vzdolžno prevodnostjo 40 mS/m in frekvenco 27,12 MHz [ ]. Na sliki 
36 je prikazana slika tokovnic in ekvipotencialk ter fazni kot tokovne gostote po strukturi. 
 





Slika 37: Fazni kot gostote toka v primeru biološkega tkiva 
Bolj pogosto od porazdelitve potenciala se pri bioloških tkivih zasledi električno poljsko 
jakost, saj ob izpostavitvi postane pri določeni meji nadležno. 
 








Metoda končnih razlik se je pri analizi zadanih struktur izkazala, kot uporabna in poučna. 
Prikazane problematike, služijo, zgolj kot temelj pri uporabi numerične metode, katero bi, za 
nadaljnjo analizo, lahko še razširili: 3D strukture, prehodni pojavi, termični pojavi, različne 
nehomogenosti, magnetna vezja, ....  
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Programi izdelani za analizo prikazanih struktur se nahajajo na priloženi zgoščenki v 
računskem programu Wolfram Mathematica. 
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